
3-2 非正弦周期函数展开成傅里叶级数
 

 

 

周期信号是定义在(-∞,∞)区间，每隔一定时间 ，按相同规律重复变化的信号。一般表示为
 

 

式中， 为该信号的重复周期，其倒数称为该信号的频率，记为
 

 

或角频率                       
 

 

对于非正弦周期函数，根据定理3-1，可以用在区间 内完备的正交函数集来表示。下

面讨论几种不同形式的表示式。 
 

一、 三角函数表示式
 

由上节讨论可知，三角函数集 在区间 内为完备正交

函数集。根据定理3-1，对于周期为 的一类信号(函数)中任一个信号 都可以精确地表示为

的线性组合，即对于
 

 

有                     
 

 

由式(3-10)，得
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式(3-13)称为周期信号 的三角型傅里叶级数展开式。从数学上讲，当周期信号 满足狄里赫

利条件时才可展开为傅里叶级数。但在电子、通信、控制等工程技术中的周期信号一般都能满足这个

条件，故以后一般不再特别注明此条件。
 

若将式(3-13)中同频率项加以合并，还可写成另一种形式，即
 

 

比较式(3-13)和式(3-15)，可看出傅里叶级数中各量之间有如下关系：
 

 

式(3-15)称为周期信号 的余弦型傅里叶级数展开式。
 

式(3-13)和式(3-15)表明，任何周期信号，只要满足狄里赫利条件，都可以分解为许多频率成整

数倍关系的正(余)弦信号的线性组合。在式(3-13)中， 是直流成分； , 称为

基波分量， 为基波频率； , 称n次谐波分量。直流分量的大小，基波分

量和各次谐波的振幅、相位取决于周期信号 的波形。从式(3-14)和式(3-16)可知，各分量的振幅

, , 和相位 都是 的函数，并有：
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, 是 的偶函数，即  ；

 

， 是 的奇函数，即  

 

例3-2 图3-3所示锯齿波，求其三角型傅里叶级数展开式。
 

 

解   由图3-3可知，该信号 在一个周期区间(-π,π)内，有
 

 

周期     
 

, 。

 

由式(3-14)，得
 

 

 

故该信号 的三角型傅里叶级数展开式为
 

 

 

二、 指数形式
 

因为复指数函数集 在区间 内也是一个完备的正交函数集，其中

，因此，根据定理3-1，对于任意周期为 的信号 ，可在区间 内表示为
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的线性组合。即
 

 

式中 由式(3-10)可求得为
 

 

式(3-17)称为周期信号 的指数型傅里叶级数展开式。由于 通常为复数，所以式(3-17)又

称为复系数傅里叶级数展开式。
 

同一个周期信号 ，既可以展开成式(3-13)所示的三角型傅里叶级数式，也可以展成式(3-17)

所示的指数型傅里叶级数式，所以二者之间必有确定的关系。
 

因为    
 

   

 

代入式(3-13)，得
 

 

 

所以                         
 

 

 
 

 

在周期信号展开式(3-17)中， 表示成复频率为 的指数函数之和。虽然由
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于引用 而出现了角频率 ，但这并不表示实际上存在负频率，而只是将第n项谐波分量写

成了两个指数项而出现的一种数学形式。事实上， 和 必然成对出现，且都振荡在 上，

它们的和给出了一个振荡频率为 的时间实函数
 

即
 

 
 

 

 

三、 周期信号的对称性与傅里叶系数的关系 
 

要把已知周期信号 展开为傅里叶级数，如果 为实函数，且它的波形满足某种对称性，

则在其傅里叶级数中有些项将不出现，留下的各项系数的表示式也变得比较简单。周期信号的对称关

系主要有两种：一种是整个周期相对于纵坐标轴的对称关系，这取决于周期信号是偶函数还是奇函

数，也就是展开式中是否含有正弦项或余弦项；另一种是整个周期前后的对称关系，这将决定傅里叶

级数展开式中是否含有偶次项或奇次项。下面简单说明函数的对称性与傅里叶系数的关系。
 

1　偶函数
 

若周期信号 波形相对于纵轴是对称的，即满足
 

 

则 是偶函数，其傅里叶级数展开式中只含直流分量和余弦分量，即
 

 

2　奇函数
 

若周期信号 波形相对于纵坐标是反对称的，即满足
 

 

此时 称为奇函数，其傅里叶级数展开式中只含有正弦项，即
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3　奇谐函数
 

若周期信号 波形沿时间轴平移半个周期后与原波形相对于时间轴像对称，即满足
 

 

则 称为奇谐函数或半波对称函数。这类函数的傅里叶级数展开式中只含有正弦和余弦项的奇次谐

波分量。
 

4　偶谐函数
 

若周期信号 波形沿时间轴平移半个周期后与原波形完全重叠，即满足
 

 

则 为偶谐函数或半周期重叠函数，其傅里叶级数展开式中只含有正弦和余弦波的偶次谐波分量。

熟悉并掌握了周期信号的奇、偶和奇谐、偶谐等性质后，对于一些波形所包含的谐波分量常可以

作出迅速判断，并使傅里叶级数系数的计算得到一定简化。
 

表3-1给出了周期信号波形的各种对称情况、性质，以及对应的傅里叶系数an和bn的计算公式。
 

表3-1周期信号的对称性与傅里叶系数的关系
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四、傅里叶级数的性质
 

若 ，则 的傅里叶级数展开式具有以下性质(证明略)：
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